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I FOLGEN UND GRENZWERTE

| Folgen und Grenzwerte

1.1 Definition (Folge)

Unter einer endlichen Folge verstehen wir eine Abbildung {1,2,...,n} — M und unter einer

Folge (a,)nen allgemein eine Abbildung von der Menge der Natiirlichen Zahlen IN in eine Menge
M, also eine Abbildung der Form IN — M.

1.2 Definition (Folgenkonvergenz)

Eine Folge a, heifit konvergent, falls gilt:
Ve >03dng e N: |a, —a|<e Vn>ng

Hierbei bezeichnet a den Grenzwert der Folge, das heifit

i (00) = o

Ist eine Folge NICHT konvergent, so nennt man sie divergent.

1.3 Definition (Folgenkonvergenz)

Diese Definition ist dquivalent zu 1.2.

Eine Folge (an)nen reeller Zahlen heifit gegen a, wenn es eine Zahl a € R gibt, fir welche die
Folge (|a,, — a|)nen eine Nullfolge ist, das heift, fiir die |a,, — a| — 0 gilt.

1.4 Definition (Uneigentlich konvergent, bestimmt divergent)

Falls es zu jedem A € R ein ng € IN gibt, sodass gilt a, > A Vn > ng, dann sagen wir, die

Folge (an)new konvergiert uneigentlich (oder ist bestimmt divergent) gegen Unendlich

und schreiben lim (ap) = 0.
n oo
Analog schreiben wir le (an) = —oo, wenn es zu jedem m € R ein nyg € IN gibt, sodass
n oo

an < m Vn > ng.

1.5 Definition (Beschranktheit einer Folge)

Eine Folge (an)nenw heifit nach oben beschriankt, wenn es eine Zahl S € R gibt mit
ap < S Vn e NN.
Eine Folge (an)nen heifit nach unten beschridnkt, wenn es eine Zahl S € R gibt mit
ap > S Vn € IN.

Eine Folge (an)nen heiBt beschridnkt, wenn sie sowohl nach oben, als auch nach unten be-

schrankt ist.

1.6 Definition (Monotonie von Folgen)

Eine reelle Folge (a,)nen heift monoton wachsend, falls fiir alle n € IN gilt, dass a, < ap+1.

Sie heifit streng monoton wachsend, falls fiir alle n € IN gilt, dass a, < an41-

Eine reelle Folge (ay)nen heifit monoton fallend, falls fiir alle n € IN gilt, dass a,, > a,41. Sie

heifit streng monoton fallend, falls fiir alle n € IN gilt, dass a, > an41.
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1.7 Definition (Teilfolge)

Seien (a,)nen eine beliebige Folge und ®: IN — IN eine streng monoton wachsende Abbildung,
das heifit, es gelte ®(m) > ¢(n) fiir alle m,n € IN mit m > n.
Dann nennen wir die Folge (agx))ren eine Teilfolge von (an)nen- In den meisten Féllen setzen

wir ny := ®(k) und schreiben (ay, )kenN-

1.8 Definition (Haufungspunkt)

Eine reelle Zahl z heifit Haufungspunkt einer reellen Folge (a,)nen, wenn es eine Teilfolge

(an, ) ke von (an)nen gibt, die gegen x konvergiert.

1.9 Definition (Cauchy-Folge)

Eine Folge reelle Zahlen heifit Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve >0 3dng e N: |a, —an| < e Vmmn > ng

1.10 Definition (Limes superior und Limes inferior)
Seien (an)nen eine relle Folge und H (a,) die Menge aller Haufungspunkte der Folge.

(1) Ist die Folge (an)new nach oben beschriankt und H(a,) # 0, so nennen wir

lim sup a,, := sup H (ay,)
n— oo

den Limes superior.

(2) Ist die Folge (an)nen nach unten beschrankt und H(a,) # 0, so nennen wir

hnn_1>10réf an = inf H(ay,)

den Limes inferior.

1.11 Satz (Eindeutigkeit des Grenzwertes einer Folge)

Eine konvergente Folge besitzt genau einen Grenzwert.

1.12 Satz (Beschranktheit konvergenter Folgen)

Jede konvergente Folge ist beschrankt.

1.13 Satz (Grenzwertsitze)

Seien (an)nenw und (by)new zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten li_>m (an) = a und
n oo

lim (b,,) = b.

n—oo

Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Folge (an + bp)nen konvergiert und es gilt: T};Hgo(an +by) = T}L)H;O(an) + T}grgo(bn) =a+b
(2) Folge (an — bp)nen konvergiert und es gilt: Jgngo(an —by) = Jgrgo(an) - nlgr()lo(bn) =a-1»
(3) Folge (an - bn)nen konvergiert und es gilt: 7111330(@” cbp) = nlgrolo(an) : nlggo(bn) =a-b
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I FOLGEN UND GRENZWERTE

(4) Ist zusétzlich b # 0, so existiert ein m € IN mit b, # 0 ¥Yn > m, und fiir die Folge

(‘Z—") gilt: Sie konvergiert und es ist
n TLElsz

i <an) o m(an) a
w00 \bp )  lim (bn) b

n—oo

1.14 Satz (Vielfache konvergenter Folgen)

Fiir A € R und eine konvergente Folge (ap)nen gilt:

lim (A-a,) =X\

Jim Jim (an)

1.15 Satz (Satz von Bolzano-WeierstraB)

Jede beschrinkte Folge besitzt mindestens eine konvergente Teilfolge, das heifit mindestens einen

Héufungspunkt.

1.16 Satz (Konvergenz monotoner Folgen)

Eine monoton wachsende (fallende) Folge reeller Zahlen ist genau konvergent, wenn sie nach

oben (unten) beschrankt ist.

1.17 Satz (Monotone Folgen)

Fiir monoton wachsende reelle Folgen (a,)nen gilt stets:

lim (a,) = sup {an n e ]N} € (RU{o0})

n—oo

Fiir monoton falende reelle Folgen (ay,)nen gilt stets:

T}Lrgo(an) = inf {an n e ]N} € (RU{—o0})

1.18 Satz (Cauchy-Folge)

Jede Cauchy-Folge ist beschrénkt.

1.19 Satz (Konvergenz einer reellen Folge)

Eine reelle Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

1.20 Definition (Grenzwert einer Funktion)

Essei D C R und f: D — R eine Funktion. Wir setzen
D= {a eR ’ 3 Folge (2 )nen mit z, € D und lim z, = a}
n—oo

Wir schreiben lim f(z) = ¢, wenn lim f(zyn) = c fir alle Folgen (xy,)peny mit x, € D und
T—a n—r00 B

li_)m = ¢ und nennen dies den Grenzwert der Funktion. Hierbei ist c € R und a € D.

n o

D nennen wir den Abschluss von D.

Seite 11



STAATSEXAMEN ANALYSIS

1.21 Definition (Rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert)

Gilt lim f(z,) = c fir alle Folgen (z,)peny mit 2, € D und z, > a und lim z, = a, so

schreiben wir h{n f(x) = ¢ und nennen dies den rechtsseitigen Grenzwert.
T \a

Analog bedeutet li}n f(x) = ¢, dass fir alle Folgen (x,)peny mit z, € D und z, < a und

lim z, = a gilt, dass lim f(z,) = c. Wir nenne die dann den linksseitigen Grenzwert.
n—oQ n—oo

In dieser Definition bedeutet li_>m f(z) = ¢, dass fir alle Folgen (z,)peny mit x, € D und
n—oo

nlglgo x, = oo gilt, dass nhHrrolo f(z,) = c. Analog ist nEIPoo f(x) = ¢ definiert.

1.22 Definition (Stetigkeit (mit Folgen definiert))

Sei f: D — R eine Funktion. f heifit stetig im Punkt zg € D, wenn der Grenzwert ILm f(x)
T—T0

existiert und gleich f(z) ist.
f heiBt (punktweise) stetig in D, falls die Funktion in jedem Punkt z¢ € D stetig ist.
Ist eine Funktion NICHT stetig, so nennt man sie unstetig.

1.23 Definition (Stetigkeit (mit € — & definiert))

Eine Funktion f: D — R heifit stetig in g € D, wenn Folgendes gilt:

Ve>030>0: |f(x)— f(zo)| <eVx € D mit |z — x| <0
Kiirzer kann man schreiben:
Ve>030 >0V eD: (le—zo| <3 = |f(z) = flwo)| <e)
NICHT-Stetigkeit bedeutet gerade die Negation, also
Je>0V5>03zeD: (|x—a,~oy <65 A |f(z) = flzo)| 26)

1.24 Definition (GleichmaBige Stetigkeit)

Eine Funktion f: D — R heifit gleichméig stetig in D, wenn Folgendes gilt:

Ve>030>0Vr,ye D: (\x—y\ <0 = |f(x) — f(y)] <5)
Die Negation lautet

Je>0Vd>03zyeD: (|x—y|<6 A |f(x)—f(y)|25)

1.25 Bemerkung (Stetigkeit)

In 1.23 und 1.24 kann man statt ,< € auch ,,< ¢“ benutzen.

1.26 Bemerkung (Stetigkeit und Stammfunktion)

Jede stetige Funktion besitzt eine Stammfunktion.
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1.27 Definition (Lipschitz-Stetigkeit)

Sei f: D — R gegeben. Dann heifit f in D lipschitz-stetig, wenn

|[f(z) = fy)| < L-|lz—y|Vaye D

mit einer Konstanten L > 0. Dies ist die sogenannt Lipschitz-Konstante.

1.28 Satz (Summe, Differenz, Produkt und Quotient stetiger Funktionen sind stetig)

Seien f und g zwei Funktionen mit f,g: D — R, die in x¢g € D stetig sind und "lambda € R.
Dann sind auch die Funktionen f+g,A-f,f-g: D — R in 29 € D stetig. Gilt zusétzlich g(x¢) # 0,

dann ist auch die Funktion 5: Dy+o — R stetig, wobei Dy := {1: eD ‘ g(z) # 0}.

1.29 Satz (Verkettung stetiger Funktionen ist stetig)

Seien f: D — R und ¢g: E — R zwei Funktionen, wobei f(D) C E. Ist f in zy € D stetig und
ist g in yo := f(xo) stetig, so ist die Funktion g o f in xq stetig.

1.30 Satz (Zwischenwertsatz)

Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann existiert ein £ € (a,b)
mit f(£) = 0.

1.31 Satz (Zwischenwertsatz (alternative Formulierung))

Sei I C R ein Intervall und sei f: I — R eine stetige Funktion. Dann ist jede Zahl, die zwischen

Funktionswerten liegt, selbst Funktionswert von f.

1.32 Korollar (Zwischenwertsatz)

Sei f: [a,b] — R stetig mit f(a) < f(b). Dann exstiert zu jedem c € [f(a),f(b)] ein £ € [a,b] mit
f(§) =c

1.33 Satz (Jede gleichmaBig stetige Funktion ist punktweise stetig)

Ist f: D — R gleichméfig stetig in D, so ist sie dort auch punktweise stetig. Jede gleichméfig
stetige Funktion ist also punktweise stetig.

1.34 Satz (Stetige Funktionen sind auf kompakten Intervallen gleichmaBig stetig)

Gegeben sei eine auf einem kompakten Intervall [a,b] stetige Funktion f: [a,b] — R. Dann ist f
dort auch gleichméBig stetig.

1.35 Satz (lipschitz-stetig)

Jede lipschitz-stetige Funktion ist gleichméfig stetig.
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1.36 Bemerkung (konvergente Folge)

Seien ¢,d € R und (ay)n>n, eine gegen a konvergierende Folge.
c<a,<dVn>ny = c<a<d
ACHTUNG: c<ap,<d & c<a<d

1.37 Bemerkung (Konvergenz)

Sei (an)n>n, konvergent gegen a.
Wenn a > 0 ist, gibt es zu jedem ¢ € R mit 0 < ¢ < 0a ein N € N mit a,, > cVn > N.

1.38 Bemerkung (konvergent gegen Null)

Sei I € IN'\ {0}. Dann konvergiert die Folge (%—i—l) ., gegen Null.
nz

1.39 Bemerkung (konvergent gegen einen Wert)

Sei (an)n>n, eine Folge und sei a € R. Dann gilt:

(@n)n>n, konvergiert gegen a <= (agk)k>k, und (agk+1)k>k, konvergieren gegen a

1.40 Bemerkung (Schrankenlemma, Sandwich-Lemma)

Seien (an)n>ngs (bn)n>ng, (€n)n>n, Folgen. Es gebe ein n; € IN, ny > np mit
an <z, < by VN >

Wenn dann (ap)p>n, und (by)n>n, gegen ein ¢ € R konvergieren, so konvergiert auch (x,,)n>n,

gegen c.

1.41 Bemerkung (Supremum und Maximum)

Sei M C R und sei s € R und g € R.

s ist Supremum von M <=
(1) Vee M: z<s
(2) Vs1 € Rmit s; < s 3z € M mit x > 51
g ist Maximum von M (groBtes Element von M) <
(1) VeeM: z<g
(2) geM

1.42 Bemerkung (Monotoniekriterium)

(1) Eine monoton wachsende, nach oben beschrankte Folge (ap)n>n, ist konvergent gegen

sup {an nZno}
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(2) Eine monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge (ay)n>n, ist konvergent gegen

inf {an n > no}
Il Reihen
2.1 Definition (Reihe)
Die Folge (Sp)nen, der Partialsummen (Teilsummen) S, := i ay, einer reellen Folge (ak)ken,
k=0

heif3t Reihe.

Eine Reihe heifit konvergent, wenn die Partialsummenfolge (S, )nen, konvergiert.

2.2 Definition  (Absolut konvergent)

o0 o0
Eine Reihe Y aj heift absolut konvergent, wenn > |ax| konvergiert.
k=0 k=0

2.3 Definition (Exponentialreihe)

Unter der Exponentialreihe verstehen wir die Reihe

Ooxk 1,2 QZ3
v N2 ST
e ;k! tr oot

mit z € R.

2.4 Definition (Eulersche Zahl)

Die Zahl e := ¢! = > 1 heift Eulersche Zahl,
k=0 "

2.5 Definition (Exponentialfunktion)

Die Funktion e*: R — R , x —— €” heiflit Exponentialfunktion.

2.6 Definition (Sinus und Kosinus)

Die Sinusfunktion ist definiert als

o x2k+1

sin(zx) := Z(—l)k . m

k=0

Entsprechend ist die Kosinusfunktion definiert als

2.7 Satz (Trivialkriterium)

[e.@]
Ist die Reihe Y ai konvergent, so gilt lim =0
k=1 k—o00
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2.8 Satz (Konvergenzkriterium nach Cauchy)

Zak konvergent <= Ve >0 dng Vm > n > ng: <e€

m
> a
k=n

2.9 Satz (Leibniz-Konvergenzkriterium)
Ist (ak)ken, eine monoton fallende Folge reeller Zahlen mit a; > 0 Vk € INg, und ist klim ar =0
— 00

as heiflt, die Folge ist eine Nullfolge), so konvergiert die eieoo —1)¥ . ag.
(das heifit, die Folg Nullfolge), k g die Reihe Y ( )k k

k=0
Ferner gilt ¥n € IN mit n > ng:
[e'S) k
Z (—1)* - ax - Z (—1)* - ar| < ann
k>ngo k>no

2.10 Satz (Majoranten- und Minorantenkriterium)
Seien " aj und Y by zwei Reihen.

(1) Gilt 0 < |ag| < by ab einem ko, und ist die Majorante > by konvergent, so konvergiert
>~ a absolut.

(2) Gilt 0 < ag < by ab einem kg, und ist die Minorante ) aj divergent, so divergiert > bg.

2.11 Satz (Quotientenkriterium)

Sei > ay, eine Reihe. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) limsup |“2£1| <1 == Reihe konvergiert absolut

a
k—o0 k

Ak41
ak

(2) limsup
k—o0
Divergenz

= 1 = Quotientenkriterium liefert KEINE Aussage iiber Konvergenz und

(3) limsup |““£L| > 1 = Reihe divergiert

a
k—o0 k

2.12 Satz (Wurzelkriterium)

Sei > ay, eine Reihe. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) limsup {/|ax] <1 = Reihe konvergiert absolut

k—o0

(2) limsup ¢/|ax| = 1 == Wurzelkriterium liefert KEINE Aussage tiber Konvergenz und

k—o00
Divergenz

(3) limsup {/|ag] > 1 = Reihe divergiert

k—o0
2.13 Satz (Integralvergleichskriterium)
[e.°]
Sei f: [1,00) — [0,00) monoton fallend. Dann konvergiert die Reihe } f(k) genau dann, wenn

k=1

das uneigentliche Integral [ f(k)dz konvergiert.
1
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2.14 Satz (Vergleichskriterium)

Hat die Folge (by,) fiir n > ng stets dasselbe Vorzeichen, so gilt:

[e.°]
(1) Ist die Reihe ) b, konvergent und gilt nlirn Z—Z = ¢ mit ¢ # 0, so konvergiert die Reihe

n=1 — 00

o0
> ap.
n=1

o0 o0
(2) Ist die Reihe >~ b, divergent und gilt le 7% = cmit ¢ # 0, so divergiert die Reihe _ ap.
n—oo ¥n

n=1 n=1

2.15 Satz (Summe konvergenter Folgen)

[e.°] [e.°]
Es seien > ar und Y by zwei konvergente Reihen mit A € R. Dann ist auch die Reihe

k=0 k=0
[e.°]
> (ax + A - bg) konvergent.
k=0

2.16 Satz (Konvergenz der Exponentialreihe)

Die Exponentialreihe konvergiert fiir alle x € IR absolut und es gilt die Restgliedabschéatzung

n k

xr
e’ =) ot Tnt1(T)
k=0 "

jafn 1
(n+1)!"

wobei |rp1(x)] < 2-

2.17 Satz (Cauchy-Produkt)
[o¢] o0

Seien Y ar und > by zwei absolut kkonvergente Reihen.
k=0 k=0

n [e.e]
Fir n € IN setzen wir ¢, := Y. an_k - bp. Dann konvergiert die Reihe Y ¢ absolut und es gilt:
k=0 k=0

S () ()

2.18 Satz (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion)

Es gilt €Y =% - e¥ Va,y € R.

2.19 Satz (Eigenschaften der Exponentialfunktion)

Fiir die Exponentialfunktion gilt:

(2) Insbesondere ist e*: R — Rsg, wobei Rx¢ := {w ceR

x>0}.

(3) Die Exponentialfunktion ist streng monoton wachsend.

(4) Die Exponentialfunktion ist iiberall stetig.
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2.20 Satz (Logarithmusfunktion)

Die Exponentialfunktion e: R — Rsg bildet R bijektiv auf Rsq ab. Die Umkehrfunktion

In: Rs¢ — R ist streng monoton wachsend, stetig und erfiillt die Funktionalgleichung

In(xy) = In(z) + In(y)

2.21 Satz (Additionstheoreme fiir die Sinus- und Kosinusfunktion)
Fir alle z,y € R gilt:
cos(x + y) = cos(x) - cos(x) — sin(z) - sin(z)
sin(x + y) = sin(x) - cos(x) + cos(z) - sin(z)
2.22 Satz (Additionstheorem der Tangens-Funktion)
Es gilt

_ tan(a) + tan(p)
tan(a + ) = 1 — tan(a) tan(B)

wenn beide Seiten existieren.

2.23 Beispiel (geometrische Reihe)

(1) Sei ¢ € R. Die geometrische Reihe

>

k>0

ist genau dann konvergent, wenn |c| < 1 ist.

Ist |c| < 1, so ist

kz:%]C :1—0

(o)
2) ¥ k(kl—l) ist konvergent und es gilt kz_:2 ﬁ =1

2.24 Bemerkung (geometrische Summenformel)
Sei ¢ € R\ {1}. Dann gilt fiir n € N>q:

n+1

quzl—q

k=0 l—gq

2.25 Bemerkung (Konvergenz)

Sei p e N, p > 2. Dann ist > kip konvergent.
k>1

Vs € R mit s > 0ist ) # konvergent.
k>1

Vz € R ist die Reihe ) %I: konvergent.
k>0
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2.26 Die harmonische Reihe

Die harmonische Reihe ist divergent.

2.27 Die alternierende harmonische Reihe

Die alternierende harmonische Reihe Y (—1)* % ist konvergent.
E>1

2.28 Bemerkung (Konvergenz und Grenzwert)

Sei (ag)k>n, eine Folge und sei ny € IN, n; > ng. Dann gilt:

Z ay, konvergent <— Z ay, konvergent
k>ng k>n;

und im Konvergenzfall ist
ni—1

[o.¢] oo
Zak:Zak—FZak
k=0

k=ng k=n1

2.29 Bemerkung (Nullfolge)

> ay konvergent = (ag)r>n, Nullfolge
k>ngo

2.30 Bemerkung (absolut konvergent)

Ist > ap absolut konvergent, so ist > aj konvergent und es ist
k>no k>ng

(o)
< > i

k=ng

(o]
>

k=ng

2.31 Korollar (Wurzelkriterium)

Sei (ak)k>n, eine Folge, fur welche die Folge (\’“/ ]ak])k> konvergiert.
= >n
Dann gilt: ’

absolut konvergent o <1
Z ay ] , wenn lim 4/ |ag| =
k>mo divergent >1

2.32 Bemerkung (Konvergenz gegen e)
. 1 no
*dm (147) =e

. a\n __
° nhﬁngo(l—kg) = e
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I1l Funktionen einer Veranderlichen

3.1 Definition (Differenzierbarkeit)

Essei D C R, D offen, f: D — R eine Funktion und x¢ € D. Wir sagen, f ist im Punkt g € D

differenzierbar, wenn der folgende Grenzwert existiert:

L f@) = fa)

T—T0 T —

In diesem Fall schreiben wir

() = xlinﬁo f(:cx) : iﬁxo)
oder auch d o) — flao)
xT) — o

di(x()) - fvllgclo T — Xo

und nennen f’(z() die Ableitung (den Differentialquotient) von f an der Stelle xg. f heifit in

D differenzierbar, falls f im Punkt zq differenzierbar ist fiir alle ¢ € D.

3.2 Definition (Differenzenquotient)
f(@) = f(=0)
T — X0

heiflt Differenzenquotient.

3.3 Definition (Héhere Ableitungen)

Sei D C R offen und f: D — R sei in D differenzierbar. Wenn die Ableitung f’: D — R von
f in xo € D differenzierbar ist, so heifit die Ableitung von f’ die zweite Ableitung von f im
Punkt z¢g € D. Wir schreiben dann

d*f(xo)

dx?2 R T — T

Dies kénnen wir fiir héhere Ableitungen fortsetzen. Die k-te Ableitung schreiben wir dann als

dkf d d(k—l)f
difO) = W (ag) 1= < d:z:(kl()x)>

f heilt in D k-mal differenzierbar, wenn f fiir alle xy € D k-mal differenzierbar ist.

f heifit in D k-mal stetig differenzierbar, wenn zusétzlich zur k-maligen Differenzierbarkeit
die k-te Ableitung f*) stetig in D ist.

Fiir alle k € INg setzen wir

C*(D) := {f D—R ‘ fist in D k-mal stetig differenzierbar}
Weiterhin setzen wir
C*®(D) := {f D—R ' f ist in D beliebig oft diﬁerenzierbar}

und mit CY bezeichnen wir den Raum aller stetigen Funktionen.
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3.4 Definition (Extrempunkt)

Seien D C R offen, f: D — R eine Funktion und zg € D.

Die Funktion f besitzt an der Stelle zg € D ein lokales Maximum, wenn es ein € > 0 gibt,
sodass f(xg) > f(z) Yx € DN (xg —e,x0 + €).

Gilt fiir diese x sogar die strikte Ungleichung f(z) > f(x), so heiit das lokale Maximum strikt

bzw. isoliert.
Gilt f(zo) > f(x) Vz € D, so heifit das Maximum global.

Die Funktion f besitzt an der Stelle xp € D ein lokales Minimum, wenn es ein € > 0 gibt,
sodass f(zo) < f(x) Vo € DN (zg — &,20 + €).
Gilt fir diese z sogar die strikte Ungleichung f(z¢) < f(x), so heifit das lokale Minimum strikt

bzw. isoliert.
Gilt f(xzo) < f(x) Yz € D, so heifit das Minimum global.

Der Begriff des Extremums ist der Oberbegriff fir Minimum und Maximum. Gegebenenfalls

sahen wir auch Tiefpunkt bzw. Hochpunkt.

3.5 Definition (Kritischer Punkt)

Ist f: D — R differenzierbar, so nennen wir eine Stelle z € D mit f’(z) = 0 kritischer Punkt.

3.6 Definition (Wendepunkte)

Sei f: D — R eine differenzierbare Funktion. Ein Wendepunkt ist ein Punkt auf dem Funktions-
graphen von f, an welchem der Graph sein Kriimmungsverhadten dndert. Der Graph wechselt
hier von einer Rechts- in eine Linkskurve oder umgekehrt.

3.7 Satz (Jede differenzierbare Funktion ist stetig)

Ist eine Funktion f: D — R in xg differenzierbar, so ist sie auch in z( stetig.

3.8 Satz (Ableitungsregeln)

Seien D,E C R offene Mengen und f,g: D — R Funktioen, die in zg € D differenzierbar sind.
Dann sind die Funktionen f + g, f - g und, wenn zuséitzlich g(xg) # 0 gilt, auch g im Punkt x

differenzierbar und es gelten folgende Ableitungsregeln:

(1) Summenregel: (f + g)'(w) = f(z0) ¢/ (o)

(2) Produktregel/Leibnizregel: (f - g) (xzo) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g (x0)

(3) Quotientenregel: (5)/(330) = f,(m)g(xgg)(_fgxo)g/(m)

zo

(4) Seien f: D — R und f: E — R Funktionen mit f(D) C E. Die Funktion f sei in zy € D
differenzierbar und g sei in f(zo) € E differenzierbar.

Dann ist die Funktion go f: D — R in g € D differenzierbar und es gilt die Kettenregel

(9o f)(xo) = g'(f(x0)) - f'(z0)
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3.9 Satz (Ableitung der Umkehrfunktion)

Seien D,E C R offen und f: D — E eine stetige und bijektive Funktion. Ist die Funktion f in
xg differenzierbar und gilt f’(zg) # 0, so ist auch f~! in f(z¢) =: y differenzierbar und es gilt:

—1\7 - —1y/ T — —
(f ) (y) = (f ) (f( 0)) f/(ffl(y)) f’(;po)

3.10 Satz (Notwendige Bedingung fiir Extrempunkt)

Gegeben sei eine Funktion f: [a,b] — R, die in einem Punkt z¢ € (a,b) ein lokales Extremum
besitzt. Ist die Funktion f differenzierbar in xg € (a,b), so gilt f’'(z) = 0.

3.11 Satz (Satz von Rolle)

f: [a,b] = R sei stetig und in (a,b) differenzierbar mit f(a) = f(b). Dann existiert ein £ € (a,b)
mit f/'(§) = 0.

3.12 Bemerkung (Terrassenpunkt)

Ist f: D — R mindestens dreimal differenzierbar und gilt

fll@)=0 A f'(x)=0 A f"(x)#0

so nennen wir eine Stelle x € D Terrassenpunkt.

3.13 Satz (Monotonie)

f:[a,b] = R sei stetig und in (a,b) differenzierbar. Gilt fiir alle = € (a,b) die Ungleichung

so ist die Funktion f in (a,b)

monoton wachsend , streng monoton wachsend , monoton fallend , streng monoton fallend.

3.14 Satz (Isoliertes lokales Maximum/Minimum)

[ [a,b] = R sei stetig, im Intervall (a,b) differenzierbar und in zg € (a,b) zweimal differenzierbar
mit f/(xo) = 0 und f”(xz¢) < 0 bzw. f”(x9) > 0. Dann besitzt f an der Stelle zy € (a,b) ein

isoliertes lokales Maximum bzw. Minimum.

3.15 Satz (Regeln von L'Hospital)

Seien a,b € R U {—00,00}. Weiterhin seien f,g: (a,b) — R zwei differenzierbare Funktionen. Es

gelte ferner ¢'(x) # 0 fiir alle x € [a,b] und es existiere der Limes

lim J'(z)

=:c€R
z/a g'(x)

Dann folgt:

Seite 22



III FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

(1) Falls lim f(x) = lim g(z) = 0 gilt:
z,/'a

x,/'a
lim 7f(a;) =
z,/'a g(.f)
2) Falls lim f(z) = lim ¢g(z) = +o00 gilt:
(2) Falls lim f(2) = lim g(x) = £0c g
lim @ =c
z,/a g J})

Analoge Aussagen werden fiir den Grenziibergang x \, a formuliert.

3.16 Definition (Treppenfunktion)

Es sei [a,)) C R ein abgeschlossenes Intervall. Eine Funktion 7: [a,b] — R heifit

Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung a = z9 < z; < ... < z, = b gibt, sodass

T fir jedes i = 1,...,n jeweils konstant ist. Mit T'[a,b] bezeichnen wir die Menge aller
(zi—lami)
Treppenfunktionen auf dem Intervall [a,b].

3.17 Definition (Integral)

Seien 7: [a,b] — R eine Treppenfunktion und a = xg < 1 < ... < x,, = b eine Unterteilung des

Intervalls, fiir die jeweils 7 konstant ist, wobei ¢ =1,... n.
(wi—1,:)
b n b
Wir setzen dann [ 7(x) dx := Y ¢;(x;—z;—1) mit gewissen ¢; und nennen [ 7(z)dz das Integral
a i=1 a -
von 7 auf dem Intervall [a,b].

3.18 Definition (Ober- und Unterintegral)

Die Funktion f: [a,b] — R sei beschrankt. Dann definieren wir

/bf(x)dx::inf{/bT(a:)dx fST,TET[a,b]}
/bf(:zj)d:v::sup{/bT(fL’)dx fZT,TGT[a,b]}

*

und nenne diese das Oberintegral bzw. das Unterintegral.

3.19 Definition (Riemann-Integral)

Eine Funktion f: [a,b] — R heifit riemann-integrierbar, wenn f beschrénkt ist und das

Oberintegral und das Unterintegral iibereinstimmen. In diesem Fall schreiben wir

*

b

/f(x)dm = /bf(x)d:c:/bf(a:)dx

a a
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b
und nennen | f(z)dz das Riemann-Integral. Den Raum aller riemann-integrierbaren Funk-

tionen auf dem Intervall [a,b] bezeichnen wir mit R[a,b].

3.20 Definition (Unbestimmtes Integral)

f:[a,b] = R sei riemann-integrierbar und ¢ € [a,b]. Dann heifit die Funktion F': [a,b] — R mit
F(z):= [ f(§) d{ das unbestimmte Integral von f.

3.21 Definition (Stammfunktion)

Eine Funktion F': [a,b] — R heifit Stammfunktion einer Funktion f: [a,b] — R, wenn F
differenzierbar ist und F’ = f gilt. Wir schreiben [F(x)]z = F(b) — F(a).

3.22 Definition (Uneigentliche Integrale)
Wir unterscheiden einige Falle:

(1) f: [a,00) — R sei eine Funktion, die auf jedem Intervall [a,b] C [a,00) riemann-integrierbar
b

(also insbesondere beschrénkt) ist. Falls der Grenzwert blim J f(z) dz existiert, heifit das
—00

(o]
Integral [ f(x)dx konvergent und wir setzen
a

7f(:v) dr = lim /b f(2) da

Bei Nichtexistenz nennen wir das Integral divergent.

Solche Integrale heiBen uneigentliches Integrale. Ahnlich erkliren wir das uneiegtnliche

Integral

a——0o0

b b
/f(w)dx = lim /f(ac)dm

fiir die Funktion f: (—oo,b] — R, die jeweils auf abgeschlossenen Intervallen [a,b] C (—o0,b]

b
riemann-integrierbar sind und bei denen der Grenzwert Em | f(z) dz existiert.

a—r—00 a

(2) Nun sei f: (a,b] — R eine Funktion, die auf jedem Intervall [a + £,b0] C (a,b] riemann-

b
integrierbar ist mit € > 0. Falls der Grenzwert lir% [ f(z)dx existiert, so sagen wir, das
—

e~Va+e

b
uneigentliche Integral [ f(x)dx konvergiert und setzen
a

/bf(w)dx ::giir[l)/bf(x)da:

a+e

Ahnlich verfahren wir fiir die Funktionen f: [a,b) — R. Wir setzen dort

/bf(w) dz := lim Tf(l') dz
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(3) SchlieBlich betrachte wir noch den Fall einer Funktion f: (a,b) - R mit a € RU {—o0}

und b € RU {oo}. Sei ¢ € (a,b) beliebig und sei f riemann-integrierbar.

c b
Falls sowohl das uneigentliche Integral [ f(z)dz als auch das uneigentliche Integral [ f(c) dz
a (&

b
konvergiert, so sagen wir, dass [ f(x)dz konvergiert und setzen
a

/bf(x)dx ::/Cf(x)dx—l—/bf(x)dx

3.23 Satz (Treppenfunktion)

Sei 7 € T[a,b] eine Treppenfunktion und

a=20<...<xp=b , a=y<...<yn=">
seien zwei Unterteilungen des Intervalls [a,b], sodass fir i = 1,...,n und j = 1,...,m jeweils
T =c¢ , T =d;
(Ti-1,T) (Y5—1,95)
gilt, wobei ¢;,d; € Rmit 7 =1,...,n und j = 1,...m geeignete Konstanten sind. Dann gilt

ci(wi —xio1) = Y dj(y; —yj-1)
1 j=1

n
1=

3.24 Satz (Linearitit des Integrals)

Der Raum aller riemann-integrierbaren Funktionen R[a,b] ist ein reeller Vektorraum, das heifit,
es gilt fur alle f,g € Rla,b] und alle A € R:

/b (f+9)@)do = [ fa)do+ /b g(x) da

und

3.25 Satz (Differenzierbarkeit des unbestimmten Integrals)

Die Funktion f: [a,b] — R sei stetig und ¢ € [a,b]. Dann ist das unbestimmte Integral F' von f
stetig differenzierbar und es gilt F’ = f.

3.26 Satz (Riemann-integrierbar)

Funktion f: [a,b] — R riemann-integrierbar

b b
<= Ve > 0 3 zwei Treppenfunktion 7,0 € T'[a,b] mit 7 < f <ocund 3 [7(x)dx— [o(z)dr <e
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3.27 Satz (Stetige Funktionen)

Stetige Funktionen sind riemann-integrierbar.

3.28 Satz (Beschrinkte und monotone Funktionen)

Jede beschrankte und monotone Funktion ist riemann-integrierbar.

3.29 Satz (Hauptsatz der Differential und Integralrechnung)

[ [a,b] = R sei stetig und F': [a,b] — R eine Stammfunktion. Dann ist
b b
[ f@)de= [ Fa)do = [F@)], = Fb) - Fla)

3.30 Satz (Partielle Integration)

Seien f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

b

b
[ @@ de = [(-9)@]; ~ [ f@)-d(@)do

a

3.31 Satz (Substitutionsregel)

Die Funktion f: [a,b] — R sei stetig und ®: [¢,d] — [a,b] stetig differenzierbar.

Dann gilt die Substitutionsformel

b 2(b)
[ Hew) v@d= [ o
a P(a)

3.32 Satz (Partialbruchzerlegung)
Sei f: [a,b] = R eine gebrochen rationale Funktion der Form

anZ™ + ...+ a1x + ag
bx™ + ...+ bix + by

fz) =
Fir die Integration mittels Partialbruchzerlegung gibt es drei fiir uns wichtige Ansétze:
(1) Nennerpolynom besitzt eine einfache Nullstelle
(2) Nennerpolynom besitzt eine doppelte Nullstelle
(3) Nennerpolynom besitzt eine komplexe Nullstelle

(4) Kombination aus obigen drei Moglichkeiten

3.32.1 Nennerpolynom besitzt eine einfache Nullistelle (Beispiel)

1
/7@
22 - 3x+2
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22 — 3z + 2 besitzt nur einfache Nullstellen und wir machen den Ansatz

1 1 A B

x2—3x+2:(x—2)(x—1) R —

_A(x—1)+B(x—-2) (A+B)x—A-2B
 (z—-2)(x—1) (2 -2 (z—1)

Ein Koeffizientenvergleich liefert (A + B)x — A — 2B =1 und es folgt
(i) A+B=0
(i) —A—2B=1

Insgesamt ergibt sich A =1 und B = —1 und wir rechnen

1 1

- dr = do —
/x2—3x+2 v /x— . /a:—
3.32.2 Nennerpolynom besitzt eine doppelte Nullstelle (Beispiel)

222 +1 222+ 1 222 + 1
/ —/ dx:/idx
a3 =222 4+ 2-2zx+1) x(zr —1)2

x(x — 1)? besitzt unter anderem eine doppelte Nullstelle und wir machen den Ansatz

de=In|z —2|—-In|z - 1| =
1 z—1

222 +1 _é_'_ B n C  Al-1?+Bz(z—1)+Cax
rx—12 =z z-1 (z—-12 x(zx—1)2

_ Aa? +2Ax+ A+ Ba? — Bx+ Cx
B x(z—1)2

22(A+B)+2(-2A-b+C)+ A
z(z—1)2

Ein Koeffizientenvergleich liefert 22(A + B) + 2(—2A - B+ C) + A = 222 + 1 und es folgt
(i) A+B=2
(i) ~24—-B+C =0
(i) A=1

Insgesamt ergibt sich A =1 und B =1 und C = 3 und wir rechnen

1 1 3 3
— dr =1 1 -1 - —
/a:+x 1+(x—1)2 z=Inlz|+In|z—1| 1

3.32.3 Nennerpolynom besitzt eine komplexe Nullstelle (Beispiel)

1 1
doe= | —d
/x3+:1: v /x(:c2+1) .
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x(x? + 1) besitzt unter anderem eine komplexe Nullstelle und wir machen den Ansatz

I 1 _é+Bm+C_A(a:2+1)+(Bx+C)x
B4z w241 . 22+1 x(z? +1)

A+ A+ Ba?+Cx  z*(A+B)+Cz+ A

x(z? +1) N x(z? 4+ 1)

Ein Koeffizientenvergleich liefert 22(A + B) + Cz + A = 1 und es folgt

i) A+B=0
(i) C=0
(iil) A =1

Insgesamt ergibt sich A =1 und B = —1 und C = 0 und wir rechnen

1 1 1
/ dx:/;—x2i1dlen|x|—§ln|1—|—x2]

3.33 Arkustangens

1
/ P dz = arctan(x)

3.34 Satz vom Maximum

3.34.1 Lemma (Beschranktheits-Lemma)

Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall (d. h. abgeschlossen und beschrénkt). Dann ist jede stetige
Funktion f: [a,b] — R beschrénkt.
3.34.2 Satz (Satz vom Maximum)

Es sei [a,b] C R ein nichtleeres, kompaktes Intervall. Dann nimmt jede stetige Funktion f: [a,b] —

R ein Maximum an. Das heifit, es gibt mindestens ein £ € [a,b], sodass fir alle z € [a,b] gilt:

f(x) < f(E)

3.34.3 Satz (Satz von WeierstraB)

Analog 3.34.2 gilt, dass jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ein Minimum
besitzt.

3.34.4 Korollar (Stetiges Bild eines kompakten Intervalls)

Sei I C R ein kompaktes Intervall und f: I — R eine stetige Funktion. Dann ist f(I) ein

kompaktes Intervall.
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IV Mittelwertsatz und Taylorformel
4.1 Definition (Taylorreihe)

Sei D C R und f: D — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion. Dann heifit die Reihe

f'(x0)
1!

Ty(z) = flxo) + : .

e X £(n) (g
({L‘—l’o)—i—f(0)(1’—$0)2+...=Zf (‘0)(:1:—300)"
n=0 '

die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt z.

Man nennt

f'(x0)
1!

f//(xo)

o (z —x0)>+ ...+

Ty(z) = f(xo) +

(x —xo) +

das n-te Taylorpolynom.

4.2 Definition (Restglied)

Das n-te Restglied R, (X) einer Taylorentwicklung einer Funktion f um den Entwicklungspunkt
xo ist definiert als
Ry (z) = f(z) — Ta(z)
Es gibt zwei wichtige Restglieddarstellugen:
(1) Restglieddarstellung nach Lagrange

FE)

(n " 1)! )n+1

R, (z) = (x — xp

wobei £ zwischen xy und z liegt.

(2) Integraldarstellung des Restglieds

Ru(z) = % / (& — )" F D (1) dt

4.3 Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Es seien a < b und f: [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar. Dann existiert mindestens
ein £ € (a,b) mit f'(§) = 7]0(1’1)):5(“).

4.4 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f: [a,b] — R stetig und g: [a,b] — R sei riemann-integrierbar mit g(x) > 0 Va € [a,b].

Dann existiert ein £ € [a,b] mit

4.5 Korollar (Mittelwertsatz)

Ist f: [a,b] — R stetig, so existiert ein £ € [a,b] mit fbf(x) dz = f(&)(b—a).
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4.6 Satz (Taylorformel)

V sei ein Banach-Raum,  C V offen und f € C*(Q,R). Fiir ein 79 € Q und ¢ € V gelte

{xo—i-rt re [0,1]} cQ

Dann existiert ein © € [0,1], sodass

Flawo -+ 1) =f (@) + D (wo)(t) + 5y D*F @) (1) + .

ot 7l

(k—1)-mal k-mal

(k; — 1)'Dk_1f(x0) (ta ce ’t) +lef(l'0 + @t) (t, e ,t)
' — N——

V Potenzreihen

5.1 Definition (Potenzreihe)

Unter einer Potenzreihe verstehen wir eine Reihe der Form

e}

Z an(z — xo)"

n=0

mit einer reellen Folge (ay,)nen, und z € R. Die Stelle zp € R wird dabei der Entwicklungspunkt

und a,, fiir n € IN werden Koeffizienten genannt.

Hinsichtlich der Konvergenz sind drei Falle moglich:

Die Potenzreihe konvergiert entweder fiir
e r =19 oder
e auf einem Intervall (symmetrisch um zp) oder

e auf ganz R

5.2 Definition (Konvergenzradius einer Potenzreihe)

Als Konvergenzradius einer Potenzreihe an der Stelle xg definieren wir die grofite Zahl » > 0,

fir welche die Potenzreihe fir alle z mit |z — zg| < r konvergiert.
Falls die Reihe nur fiir xg konvergiert, so ist der Konvergenzradius 0.
Konvergiert sie fiir alle z, so ist der Konvergenzradius co.

Mit (xg — 7,20 + r) bezeichnen wir das Konvergenzintervall.

5.3 Satz (Formeln von Cauchy-Hadamard und Euler)

o0
Fir den Konvergenzradius einer Potenzreihe Y a,(x — z0)" gilt die Formel von
n=0

Cauchy-Hadamard:

1
r—

- lim sup (%/lan])
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In vielen Féllen kann der Konvergenzradius einfacher durch folgende Formel von Euler berechnet

werden:
an

r = lim
n—oo

an+1

sofern der Limes existiert. Es gilt nun:
(1) |z —z0| < r = Potenzreihe konvergiert absolut
(2) |x — xo| > r = Potenzreihe ist divergent

(3) | —x9| =r = kann alles bedeuten; muss separat fiir alle x untersucht werden

5.4 Satz (Ableitung einer Potenzreihe)

&3]
Eine Potenzreihe f(z) = Y an(xz —x0)" ist im Inneren ihres Konvergenzintervalls (Konvergenz-
n=1

kreises) differenzierbar und die Ableitung ergibt sich durch gliedweise Differentiation:
o0
fll@)=3 an-n-(z—z)""
n=1

o0 o0
Weiterhin ist der Konvergenzradius von Y a, -n-(z —x9)" ! derselbe wie von Y a,(z —x0)".
n=1 n=1

5.5 Differenzierbarkeit von Potenzreihen

Eine Potenzreihe ist auf einem offenen Intervall |a,b[ mit a,b € R beliebig oft (gliedweise) diffe-

renzierbar.

5.6 Berechnung des Konvergenzradius

Maglichkeit 1
Inq € IN mit ny > ng, sodass ax # 0 Vk > n1 und die Folge ( a’;—zl )k> konvergiert gegen ein
Zni
seR.
oo ,wenns=20
Dann ist der Konvergenzradius gleich { 1
— ,wenn s # 0
5
Maglichkeit 2
Die Folge (\’“/ \ako konvergiert gegen ein s € R.
k>ng
oo ,wenns=20
Dann ist der Konvergenzradius gleich { 1
— ,wenn s #0
s
5.7 Bemerkung (Konvergenzradius)
o0
Sei f(x) = X ar(xr —a)*.
k=ng
Es gilt: Die durch gliedweises Differenzieren bzw. Integrieren aus Y ax(z — a)f gewonnen
k>ngo
Potenzreihen

Z kap(z —a)*™!  bzw. Z Tk (x —a)F*!

k>ngp+1 k>ng k + 1

Seite 31



STAATSEXAMEN ANALYSIS

haben den gleichen Konvergenzradius wie Y. a(z — a)*.
k>n0

Sei Y agp(r — a)* eine Potenzreihe. Wenn ihr Konvergenzradius gleich r € R ist, sei
k>ng

I =la—r;a+r[,sonst I =R.
f: I — R sei definiert durch f(z) = . ap(z —a)f Vo € I.

k=ng
Dann gilt:

(1) f ist differenzierbar und Vz € I ist

Fla)= Y ka(e—a)!

k>no+1

(2) Die Funktion F: I = R, F(z) = Y. ;%-(z —a)**! ist eine Stammfunktion von f.

VI Kurven und Funktionen mehrerer Veranderlicher

A Metrische und topologische Raume
6.1 Definition (Metrik)
Sei M eine Menge. Eine Metrik ist eine Abbildung

d: M xM-—=TR

auf M x M, fir die folgende drei Axiome erfiillt sind:

(i) Positive Definitheit: Vz,y € M: d(z,y) >0

Gleichheit gilt genau dann, wenn x = y ist.
(ii) Symmetrie: d(x,y) = d(y,z) Yo,y € M
(iii) Dreiecksungleichung: d(x,y) < d(z,z) + d(z,y) Vx,y,2 € M

Das Paar (M,d) nennt man metrischen Raum.

6.2 Definition (offene, abgeschlossene Kugel)

Seien (M,d) ein metrischer Raum, zy € M und r > 0.
Die Menge

U(zo,r) = {x eEM ’ d(z,x0) < r}
bezeichnen wir als offene Kugel.

Die Menge
B(xo,r) := {x eEM ’ d(x,zp) < r}

bezeichnen wir als abgeschlossene Kugel.

Ab und an sagen wir statt ,,Kugel*“ auch ,,Ball*
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6.3 Definition (Umgebung)

Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C M heiit Umgebung eines Punktes z € M,
falls ein € > 0 existiert, sodass U(z,e) C U. Insbesondere ist U(x,e) selbst eine Umgebung von

x. Man nennt U(x,e) die e-Umgebung von .

6.4 Definition (offene Menge)

Eine Menge Q2 C M eines metrischen Raums (M,d) heifit offen, genauer d-offen, wenn gilt:
Ve e Qe >0: U(ze) CQ

6.5 Definition (abgeschlossene Menge)

Eine Menge A C M eines metrischen Raums (M,d) heifit abgeschlossen, wenn das Komplement
M\ A offen ist. Fiir das Komplement schreibt man auch oft A€.

6.6 Definition (Rand)

Seien (M,d) ein metrischer Raum und A C M eine Teilmenge. Ein Punkt z € M heifit
Randpunkt von A, wenn fiir jedes € > 0 sowohl U(z,e) N A # 0 als auch U(xz,e) N (M \ A) # 0
gilt.

Wir definieren den Rand 0A durch

0A = {a:EM

x ist Randpunkt von A}

6.7 Definition (Inneres)

Seien (M,d) ein metrischer Raum und A C M eine Teilmenge. Das Innere von A ist definiert
als A:= A\ dA.

6.8 Definition (Abschluss)

Seien (M,d) ein metrischer Raum und A C M eine Teilmenge. Der Abschluss von A ist definiert
als A := AUOA.

6.9 Definition (offene Uberdeckung)

Seien (M,d) ein metrischer Raum und K C M eine beliebige Teilmenge. Sei weiterhin I eine
beliebige Indexmenge. Mit O bezeichnen wir die Menge aller offenen Teilmengen von M.
Eine offene Uberdeckung (Q)ier von K ist eine Familie von offenen Teilmengen €2;, deren

Vereinigung die Menge K umfasst, das heifit, K C | €;, wobei §2; € O fiir alle ¢ € I.
i€l

6.10 Definition (iiberdeckungskompakt)

Seien (M,d) ein metrischer Raum und K C M eine Teilmenge.

K heifit iiberdeckungskompakt, wenn es zu jeder beliebig vorgegebenen offenen Uberdeckung

(Q);ier eine endliche Teiliiberdeckung gibt, das heifit eine endliche Teilmenge F C I, sodass

Kc U Q.
i€l
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6.11 Definition (beschrinkt)

Eine Teilmenge K C M eines metrischen Raums (M,d) heiit beschrankt, wenn ein x € M und
ein 7 € R existieren mit der Eigenschaft, dass K C U(x,r).

6.12 Definition (Kompaktheit)

Eine Teilmenge K C M eines metrischen Raums (M,d) heifit beschrankt, wenn K iiberde-
ckungskompakt ist.

6.13 Definition (topologischer Raum)

Seien M eine Menge und O C P(M) ein System von Teilmengen von M. O heifit Topologie
auf M und das Paar (M,0) topologischer Raum, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

(i) O,M € O
(ii)) 21,2€ 0 = QN ecO
(iii) Ist I eine beliebige Indexmenge und sind (2;);e; Elemente von O, dann ist auch |J ©; € O
el

Die Elemente der Topologie nennen wir offen.

6.14 Definition (offene Teilmenge)

Sei (M,Q) ein topologischer Raum. Dann nennt man eine Teilmenge 2 C M offen, wenn Q € O.

6.15 Definition (abgeschlossene Teeilmenge)

Sei (M,0) ein topologischer Raum. Eine Menge A C M heifit abgeschlossen, wenn das Kom-
plement M \ A offen ist.

6.16 Definition (Umgebung)

Sei (M,0) ein topologischer Raum. Ist p € M, so heifit Q € O eine offene Umgebung von p,

wenn p € €.

6.17 Definition (zusammenhingend)

Sei (M,0) ein topologischer Raum. Dann heifit dieser zusammenhéngend genau dann, wenn es

aufler der leeren Menge und M selbst KEINE zugleich offenen und abgeschlossenen Teilmengen
von M gibt.
6.18 Definition (Norm)

Sei V' ein K-Vektorraum, wobei K in der Regel entweder R oder C sein soll.
Eine Abbildung
Il :V = K

heiffit Norm, wenn folgende drei Axiome erfiillt sind:

(i) Positive Definitheit: |[jv| >0 Vv e V

Gleichheit gilt genau dann, wenn v = 0 ist.
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(ii) Homogenitat: ||X-v| = |A|-|jv]] YVAe KYv eV
(iii) Dreiecksungleichung: ||v + w|| < ||v]| + |Jw]|| Yv,w € V

Ist ||.|| eine Norm auf V', so heifit (V,||.||) ein normierter Vektorraum.

6.19 Definition (Normeniquivalenz)

Es seien V ein Vektorraum und |.| und ||.|| seien zwei Normen auf V. Dann heiflen die Normen

dquivalent, wenn zwei positive Konstanten p und A existieren, sodass
Ao| < [[o]l < pulo] Yo € V

6.20 Definition (Banachraum)

Sei (v, ||.]|) ein normierter Vektorraum. Ist V' dann mit der durch d(z,y) = ||z — y|| definierten

Metrik ein vollstdndiger metrischer Raum, so nennt man (V,|.||) einen Banach-Raum.

6.21 Definition (Exponentialfunktion linearer Abbildungen)

Seien V' ein Banach-Raum und A ein beschrinkter Endomorphismus. Dann setzen wir

4k
et = Z EAIC (teR)
k=0 """

6.22 Satz (Durchschnitt offener Mengen)

Sei (M,d) ein metrischer Raum. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist wieder offen.

6.23 Satz (Vereinigung offener Mengen)

Sei (M,d) ein metrischer Raum. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wieder offen.

6.24 Satz (Vereinigung abgeschlossener Mengen)

Sei (M,d) ein metrischer Raum. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist wieder
abgeschlossen.

6.25 Satz (Durchschnitt abgeschlossener Mengen)

Sei (M,d) ein metrischer Raum. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist
wieder abgeschlossen.

6.26 Satz (hausdorffsche Trennungseigenschaft)

Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann gibt es zu je zwei beliebigen Punkten z,y € M mit z # y
Umgebungen U von x und v von y mit U NV = (.

6.27 Satz (endliche Teilmenge)

Jede endliche Teilmenge eines metrischen Raums (M,d) ist abgeschlossen.
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6.28 Satz (Rand, Abschluss und Inneres)

Seien (M,d) ein metrischer Raum und A C M eine Teilmenge. Dann sind der Rand 0A und der

Abschluss A abgeschlossen und das Innere A offen.

6.29 Satz (Heine-Borel)

Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann sind fiir eine Teilmenge K C M die folgenden Aussagen

dquivalent:
(i) K ist uberdeckungskompakt
(ii) K ist folgenkompakt

(iii) K ist total beschrankt und vollstandig

6.30 Satz (Kompaktheit)

Seien (M,d) ein metrischer Raum und K C M kompakt. Dann ist jede abgeschlossene Teilmenge
A C K auch kompakt.

6.31 Satz (Kompaktheit mit Standardmetrik)

Sei R™ mit der Standardmetrik (euklidischen Metrik) versehen. Dann ist eine Teilmenge K C R™

genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

6.32 Satz (Metrik auf einem normierten Vektorraum)

Sei (V,]|.]|) ein normierter Vektorraum. Dann wird durch
d:VxV =K , dzy) =|z—y

eine Metrik auf V definiert.

B Stetige Abbildungen

6.33 Definition (Funktion meherer Verinderlicher)

Eine reellwertige Funktion in mehreren Verdnderlichen ist eine Abbildung
f:QCR"—=R™

6.34 Definition (Grenzwert einer Funktion)

Seien M und N metrische Rdume und dp; und dy Metriken auf M bzw. N. Weiterhin sei
f: M — N eine Abbildung.
Der Limes (Grenzwert)

i 1) =

existiert, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, sodass

dn(f(z),a) < & Vo mit dy(z,x9) <6
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6.35 Definition (Folgenstetigkeit)

Eine Funktion f: R™ — R heifit im Punkt xy (folgen)stetig, wenn

lim f(z) = f(zo)

T—T0

ist. f heifit (folgen)stetig, wenn f in jedem Punkt aus dem Definitionsbereich (folgen)stetig ist.

6.36 Definition (Stetigkeit in metrischen Riumen)

f heiBt (punktweise) stetig im Punkt z¢p € M, wenn gilt:

Ve > 035 >0: Vo e M mit dy(z,20) < 0 gilt dy(f(x),f(z0)) <€

f heiflt stetig, wenn f in jedem Punkt xy € M stetig ist.

6.37 Definition (gleichmiBige Stetigkeit in metrischen Raumen)

f heiflit gleichmafBig stetig, wenn gilt:

Ve > 03§ >0: Voo’ € M mit dy(z,2") < 8 gilt dn(f(z),f(2')) <e

6.38 Definition (Lipschitz-Stetigkeit in metrischen Raumen)

f heifit lipschitz-stetig, wenn es eine Konstant L > 0 gibt, sodass

dn (f(z),f(2")) < L-dpy(z,2") Voo’ € M

6.39 Definition (Fixpunkt)

Seien (M,d) ein metrischer Raum und f: M — M eine Abbildung. Ein Punkt m € M heif}t
Fixpunkt von f, wenn f(m) = m gilt.

6.40 Definition (Kontraktion)

Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f: M — M heifit Kontraktion, wenn eine
Konstante C' € [0,1) existiert fiir alle  mit der Eigenschaft

d(f(x),f(y)) < C-d(z,y)

6.41 Satz (Zusammensetzung stetiger Funktionen)

Seien (M,dys), (N,dy) und (L,dy) drei metrische Rdume und f: L — M sei stetig in xy € L
und g: M — N sei stetig in yo := f(zo).

Dann ist auch die Funktion go f: L — N stetig in xzg.

Weiterhin gelten fiir zwei Metrische Rédume (M,dys) und (NV,dy) folgende Aussagen:

Seien f: M — R stetig in g € M und g: N — R stetig in yp € N. Dann sind auch die Funktio-
nen f(z)+g(y), f(x) —g(y), f(z)-g(y) und, sofern g(y) # 0, % beziiglich der Produktmetrik
auf M x N stetig im Punkt (x9,y0).
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6.42 Satz (Stetigkeitskriterium)

Seien (M,dys) und (N,dy) zwei metrische Rdume und f: M — N eine Abbildung. Dann sind

folgende Aussagen aquivalent:
(i) f ist stetig.
(ii) Die Urbilder dy-offener Mengen sind djs-offen.

(iii) Die Urbilder dy-abgeschlossener Mengen sind djs-abgeschlossen.

6.43 Satz (kompakte Menge)

Seien (M,dps) und (N,dy) zwei metrische Rdume und f: M — N eine stetige Abbildung. Dann
sind die Bilder dj;-kompakter Mengen wieder dpy-kompakt.

6.44 Satz (kompakte Teilmenge Il)

Seien (M,d) ein metrischer Raum und f: M — R eine stetige Abbildung. Dann ist f auf jeder
kompakten Teilmenge K C M beschrankt und nimmt ihr Supremum und Infimum an.

6.45 Satz (kompakte Teilmengen II)

Seien (M,dps) und (N,dy) zwei metrische Raume und f: M — N stetig. Dann ist f auf jeder
kompakten Teilmenge von M sogar gleichméfBig stetig.

6.46 Satz (Banachscher Fixpunktsatz)

(M,d) sei ein vollstdndig metrischer Raum und f: M — M eine Kontraktion. Dann besitzt f
genau einen Fixpunkt in M.

6.47 Satz (normierte Vektorriume)

Eine lineare Abbildung L: V — W zwischen normierten Vektorrdumen ist genau dann be-
schrankt, wenn sie stetig ist.
Insbesondere sind stetige lineare Abbildungen zwischen normierten Vektorrdumen auch lipschitz-

stetig.

C Differenzierbare Abbildungen

6.48 Definition (differenzierbare Abbildung, Differential)

Seien (V,||.|ly,) und (W, ||.||y;) zwei Banachrdume, 2 C V' offen und f: @ — W eine Abbildung.
Dann heiit f im Punkt 29 € 2 (total) differenzierbar, wenn es eine beschrénkte (also stetige)
lineare Abbildung L: V — W gibt, sodass

o 17() = (@) = L& = a0)ly

20 I = @olly

=0

In diesem Fall nennen wir die Abbildung L das Differential oder auch Ableitung an der Stelle
xo und schreiben hierfir D f(x¢). f heifit (total) differenzierbar in €2, wenn sie in jedem zg € Q2

(total) differenzierbar ist.
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Ist f in jedem Punkt xo €  differenzierbar und hangt D f(x) stetig von z( ab, so heifit f in

stetig differenzierbar. Wir setzen

clQw) = {f: Q—-W ’ f ist in Q) stetig differenzierbar}

6.49 Definition (Richtungsableitung)

Seien V.W Banach-Rdume und €2 C V offen. Eine Abbildung f: Q@ — W besitzt an der Stelle

xg € ) eine Richtungsableitung in Richtung v € V, wenn der Grenzwert

lim f(zo + tv) — f(zo)
t—0 t

existiert. In diesem Fall bezeichnen wir den Grenzwert mit D,, f(zo) und dieser heiit Richtungs-

ableitung von f im Punkt zg in Richtung v.

6.50 Definition (partielle Ableitung)

Q sei eine offene Teilmenge des R™, W ein Banach-Raum und f: Q@ — W eine Abbildung.

f heit in zg € Q nach der j-ten Variable partiell differenzierbar, wenn f an der Stelle z¢

eine Richtungsableitung in Richtung e; besitzt. Hierbei ist (e, ... ,e,) die Standardbasis des R".

Die entsprechende Ableitung wird dann mit D; f(zg) oder auch mit 887];(:150) bezeichnet.

6.51 Definition (Gradient)

Seien 2 C R” offen und f: Q@ — R in zg € € partiell differenzierbar. Der Gradient von f an
der Stelle xg ist der Vektor

"9
grad (f(zo)) := Vf(zo) := Z 85-

i=1

(zo)e

6.52 Definition (Jacobi-Matrix)
Ist f: Q — R™ mit Q C R" in xg € 2 differenzierbar, so nennt man die Matrix

ofi
#@%Z( (%0
ax] i=1,....m;j=1,....,n

die Jacobi-Matrix von f an der Stelle xg.

6.53 Definition (zweimal differenzierbar)

V und W seien Banach-Rdume, 2 C V offen und f: Q@ — W differenzierbar in . Ist dann
die Abbildung DF: Q — L(V,W) in zy € Q differenzierbar, so heifit f an der Stelle z
zweimal differenzierbar und wir schreiben D? f(zo) fiir (D(Df))(zo).

Es ist D% f(z0) € L(V,L(V.W)).
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6.54 Definition (hohere Ableitung)

Fir zwei Banachrdume V und W, eine offene Teilmenge 2 C V und k € INg setzen wir
ckQw) = { f:Q-W ‘ f ist in Q k-mal stetig differenzierbar}

sowie

CeQW) = () cHaw)
kelNg

6.55 Satz (Linearitat der Ableitung)

Gegeben seien zwei Abbildungen f,g: Q@ — W, die in ¢ € Q differenzierbar seind und eine
Konstante A € R. Dann sind auch die Abbildungen f + g, Af in x¢ differenzierbar mit

D(f +g)(x0) = Df(xo0) + Dg(xo) , D(Af)(zo) = ADf(z0)

6.56 Satz (Eindeutigkeit der Ableitung)

f:Q — W sei wie in 6.48. Dann ist L eindeutig bestimmt.

6.57 Satz (differenzierbare Abbildungen sind stetig)

Die Abbildung f: Q — W sei differenzierbar in ¢ € Q2. Dann ist f in zg auch stetig.

6.58 Satz (Kettenregel)

U N-e)s (Vall-lly) und (W, [|.|lyy) seien Banach-Raume, Q € U und Q C V jeweils offen. Sind
f:Q =V, g: Q— W Abbildungen mit f(Q) € Q und sind f in 29 € Q und g in f(zo) € Q
differenzierbar, so ist auch die Verkettung g o f: Q — W in zg differenzierbar und es gilt die
Gleichung

D(go f)(x0) = Dg(f(z0)) o D f(zo)
6.59 Satz (Mittelwertungleichung)
W sei ein Banach-Raum und f: [a,b] — W eine stetige Abbildung, die auf (a,b) differenzierbar
sei mit [|[Df(z)|| < M fiir alle x € (a,b). Dann gilt:

1f(2) = fWIl < Mz —y| Va,y € (a,b)

6.60 Satz (Zusammenhang zwischen Differential und Richtungsableitung)

V,W seien zwei Banach-Rdume, Q) C V sei offen und f: Q2 — W in zg € Q differenzierbar.

Dann existieren in zy sdmtliche Richtungsableitungen und es ist
D f(zo)(v) = Dy f(w0)

6.61 Satz (stetig differenzierbar)

Es sei Q C R"™ offen. Dann ist die Abbildung f: € — R™ genau dann in 2 stetig differen-

zierbar, wenn in jedem Punkt zg € 2 sdmtliche partiellen Ableitungen %({L‘) miti=1,...,m
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und j = 1,...,n existieren und jeweils stetig von 2 abhingen. Hierbei ist f': Q — R die i-te
Koordinatenfunktion von f.
Insbesondere gilt fiir das Differential D f(x) die Gleichung

Df(@)(v) = Jy(w) - v"

wobei J — f(z) die Jacobi-Matrix von f bezeichne.

6.62 Lemma (Lemma von Schwarz)

V und W seien zwei Banachrdume, 2 C V offen und f: Q — W sei in zyp € Q zweimal stetig
differenzierbar.
Dann ist die stetige bilineare Abbildung D?f(xg) := V x V — W symmetrisch, das heifit, es
gilt:

D? f(x0)(v1,v2) = D?f(x0)(v2,v1) Vo109 €V

6.63 Satz (zweimal stetig differenzierbar)

Eine Abbildung f: Q — W ist genau dann in ) zweimal stetig differenzierbar, wenn sie dort

zweimal partiell differenzierbar ist und sdmtliche partiellen Ableitungen dort stetig sind.

D Kurven

6.64 Definition (Kurve)

Sei I C R ein beliebiges Intervall. Eine parametrisierte Kurve ist einfach eine glatte (das
heifit unendlich oft differenzierbar) Abbildung der Form

c:ROI—R"

Ist n = 2, so sprechen wir von einer ebenen Kurve. Ist n = 3 so nennen wir ¢ eine Raumkurve.

6.65 Definition (regulir parametrisiert)

Eine parametrisierte Kurve heiffit reguldr parametrisiert, wenn der Geschwindigkeitsvektor

(erste Ableitung, geschrieben ¢/(t)) nirgends verschwindet, das heifit, wenn

dt)y£A0Vtel

6.66 Definition (Umparametrisierung, Parametertransformation)

Sei c: R D I — R"™ eine parametrisierte Kurve. Eine Parametertransformation von c ist fiir

uns ein Diffeomorphismus ®: J — I, wobei J C R ein weiteres Intervall ist, sodass zwei Dinge

gelten:
o ® ist bijektiv

e d: J T und & !: T — J sind unendlich oft differenzierbar
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Die parametrisierte Kurve
c:=co®:J—R"

die sich so ergibt, heiit dann Umparametrisierung von c.

6.67 Definition (orientierungserhaltend, orientierungsumkehrend)

Wir nennen eine Parametertransformation ® orientierungserhaltend, falls

®'(t) > 0Vt

und orientierungsumkehrend, falls

O'(t) <0Vt

6.68 Definition (Parametrisierung nach Bogenlange)

Eine regulir parametrisierte Kurve ¢: R D I — R mit der Eigenschaft
()| =1vtel

nennen wir eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve (im Folgenden auch nur ,regular®

genannt).

6.69 Definition (Spur)

Wird eine Kurve durch eine reguliare Kurve c: R D I — R"™ dargestellt, dann nennt man das
Bild ¢(I) auch die Spur der Kurve.

6.70 Definition (Orientierung)

Auf der Menge der parametrisierten Kurven lisst sich eine Aquivalenzrelation definieren, indem

man Kurven als dquivalent ansieht, wenn sie durch orientierungserhaltende Parametertransfor-

mationen auseinander hervorgehen. Eine orientierte Kurve ist dann einfach eine Aquivalenz-

klasse dieser Relation.

6.71 Definition (Rektifizierbarkeit einer Kurve, Lange einer Kurve)

Eine parametrisierte Kurve ¢: R D I — R" heifit auf dem Intervall [a,b] C I rektifizierbar,

falls
Llc] := (c

endlich ist, also wenn L (c

k
) = sup {Z|C(ti)—0(ti—1)’ ‘ kE]N,a:t0<t1<...<tk:b}
[a,b]

i=1

) < 00.
[a,b]

) die Lange der Kurve c auf dem Intervall [a,b].

In diesem Fall nennen wir L (c
[a,b]
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6.72 Definition (Linge der Kurve)

Sei ¢: I D [a,b] — R™ eine parametrisierte Kurve. Dann heifit

b

Lld = / /()] dt

a

die Lange der Kurve ¢ im Intervall [a,b].

6.73 Definition (Periode, geschlossen)

Wir nennen die parametrisierte Kurve ¢: R — R periodisch mit Periode L, falls fiir alle t € R
gilt, dass
c(t+L)=c(t) mit L>0

AuBlerdem fordern wir, dass es KEIN 0 < L < L gibt mit ¢(t + L) = ¢(t) Vt € R.
Eine Kurve nennen wir geschlossen, wenn sie eine periodische regulire Parametrisierung be-
sitzt.

6.74 Definition (einfach geschlossen)

Eine geschlossene Kurve ¢ nennen wir einfach geschlossen, wenn sie eine periodische regulire

Parametrisierung ¢ mit Periode L besitzt und zwar mit der Eigenschaft, dass die Einschrankung

auf das Intervall [0,L), also ¢ injektiv ist.
[0,L)

6.75 Definition (Normalenfeld)

Sei c: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Das Normalenfeld ist definiert als

6.76 Definition (ebene Krimmung)

Sei ¢: I — R? eine ebene, nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Die Funktion x: I — R, die
der Gleichung
d'(t) = k(t) - n(t)

geniigt, heifit Kriitmmung von c.

6.77 Satz (regulir parametrisiert)

Eine Kurve c sei regular parametrisiert. Dann ist jede Umparametrisierung wieder regulér.

6.78 Satz (rektifizierbar, reguldr parametrisierte Kurve)

Jede rektifizierbare, reguldr parametrisierte Kurve ldsst sich so umparametrisieren, dass die

Umparametrisierung nach Bogenldnge parametrisiert ist.
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6.79 Satz (Parametrisierungen nach Bogenlinge)

Es seien ¢i: R D I; — R" und ¢c3: R D I, — R™ Parametrisierungen nach der Bogenlange

derselben Kurve c.

e Falls ¢; und co gleich orientiert sind, ist die zugehorige Parametertransformation
®: I} — I mit ¢; = cg 0 ® von der Form ®(t) =t + to fiir ein ¢y € R.

e Falls ¢; und co entgegengesetzt orientiert sind, ist sie von der Form ®(t) = —t + to.

6.80 Satz (parametrisierte Kurve)

Sei c¢: [a,b] — R"™ eine parametrisierte Kurve. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, sodass fur

jede Unterteilung a =g < t1 < ... <t =bmit t;41 —t; <9, wobei i =0,... k gilt:
|L[c] — L[P]| < e
wobei P = (c(to), . - - ,c(tk)).

6.81 Satz (Lange unabhingig von Wahl der Parametrisierung)

Sei ¢: [a,b] — R™ reguldr parametrisiert und é = co ®: [@’,b'] — R" eine Umparametrisierung
mit ®: [a',b'] — [a,b]. Dann gilt L[c] = L[c].

6.82 Satz (Kriimmung)

Sei c: I — R? eine ebene Kurve. Fiir die Kriimmung #(¢) gilt dann

_ det (¢(t),c"(t))

N O

VIl Extrema von Funktionen mehrerer Veranderlicher

7.1 Definition (Hesse-Matrix)

Sei f: Q — R zweimal partiell differenzierbar in xg. Dann heifit

2 _ ([ 9F
b f(CCO) B (83:1895])1

die Hesse-Matrix von f an der Stelle xg.

7j=1,....mn

7.2 Definition (lokales Extremum)

Seien @ C R™ offen und f: @ — R eine Funktion. f besitzt an der Stelle 2y € Q ein

lokales Maximum, wenn es ein € > 0 gibt, sodass

f(z) < flxzo) Yo € QN U(zo,¢)

Gilt sogar
f(l') < f($0) Vo € Q N U(IL‘(),€),£E 7& Zo
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fiir geniigend keines € > 0, so nennt man das lokale Maximum isoliert. Ist zg € €2, so spricht
man von einem inneren (isolierten) Maximum.

Analog sind lokale Minima definiert.

Die Menge aller lokalen Minima und Maxima bildet die Menge aller Extremstellen von f. Die

zugeodrigen Funktionswerte nennen wir Extremwerte.

7.3 Definition (Definitheit)

Eine symmetrische n x n-Matrix A heifit positiv definit (bzw. positiv semidefinit), wenn

(Av,v) >0 (> 0) Yo #0

Entsprechend heifit A negativ (semi-)definit, wenn

(Avyw) <0 (<0) Yo #0

A heifit indefinit, wenn A weder positiv noch negativ (semi-)definit ist.

7.4 Satz (notwendiges Kriterium fiir das Vorhandensein von Extremstellen)

f: Q2 — R sei in xg differenzierbar und besitze dort ein inneres Extremum. Dann gilt:
Vf(zg) =0

7.5 Satz (hinreichendes Kriterium)

Seien €2 C R" offen, f: Q — R zweimal stetig differenzierbar und zg € € ein beliebiger Punkt
in 2. Dann gilt:

(i) V£(z0) = 0 und Hesse-Matrix D2 f (o) positiv definit = f besitzt ein isoliertes Minimum

an der Stelle zg

(ii) f besitzt ein isoliertes Minimum an der Stelle xg — V f(z9) = 0 und Hesse-Matrix
D?f(x) ist positiv semidefinit

(iii) Vf(zo) = 0 und Hesse-Matrix D?f(z() negativ definit = f besitzt ein isoliertes Maxi-

mum an der Stelle zg

(iv) f besitzt ein isoliertes Maximum an der Stelle xg = Vf(z¢) = 0 und Hesse-Matrix
D?f(xq) ist negativ semidefinit

(v) Ist die Hesse-Matrix D?f(xg) indefinit, so liegt ein Sattelpunkt vor.

7.6 Satz (Extrema unter Nebenbedingungen)

Seien U C R" offen und sowohl f: U — R, als auch F': U — R stetig differenzierbar. Weiterhin
sei grad (F(x)) # 0 fiir alle z € U. Ist g ein lokaler Extremwert von f aus

Bi- {a; ’ F(a) :0}
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so existiert ein A € R mit
grad (f(zo)) = A - grad (F(z0))

Bemerkung: Das A wird der zugehorige Lagrange-Multiplikator genannt. Die Funktion

L(z,y\) = f(z,y)+Ag(z,y) (hier nur im 2-dimensionalen dargestellt) heift Lagrange-Funktion.

7.7 Satz (monoton steigende Funktion)

Sei D ¢ R", E C R, 9 € D und seien f,g: D — E Funktionen mit f(z9) < g(xo). Sei
H: E — R eine monoton steigende Funktion.
Dann gilt auch h(f(zo)) < h(g(xo)).

Existiert die Inverse h~! und ist diese ebenfalls monoton steigend, so gilt

f(xo) < g(wo) <= h(f(z0)) < h(g(wo))

VIIl Gewohnliche Differentialgleichungen

8.1 Definition (Differentialgleichung)

Seien I C R ein Intervall und k& € IN. Eine gew6hnliche Differentialgleichung der Ordnung

k ist eine Gleichung der Form
F(tx(t),....a®#) =0

Dabei ist F' eine gegebene Funktion auf einer Teilmenge U von I x R™ x ... x R™ mit Werten
in R™.

Die Funktion z: I — R"™ heifit Losung der Differentialgleichung, falls gilt:

e 1 ist k-mal differenzierbar auf 1
o (ta(t),....a®(t) eU

o F(ta(t),...a®®)=0,teTl

8.2 Definition (explizit, homogen, autonom)

Eine Differentialgleichung heifit explizit, falls sie in der Form
e®) = f(ta, ... a*D)

gegeben ist, andernfalls implizit.

Eine Differentialgleichung der Form
k .
ST A2 + f(t) =0
j=0

mit linearen A; heifit linear von der Ordnung k. Sie heifit homogen, falls f = 0, sonst
inhomogen.
Ist F(t,x,...,x(k)) = 0 NICHT explizit von t abhéngig, so heifit die Differentialgleichung

autonom.
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8.3 Definition (Anfangswertaufgabe)

Ist =) = f(t,x,...,x(k_l)) eine Differentialgleichung, t9 € I, so besteht eine

Anfangswertaufgabe im Finden einer Lésung x der Differentialgleichung, sodass auflerdem

die ersten k — 1 Ableitungen von x in ¢y die vorgegebenen Anfangswerte x(ty) = co, ...,

z*=D(ty) = ¢4, annehmen.

8.4 Definition (Nullraum)

Seien J ein offenes Intervall in R, x: J — R eine differenzierbare Funktion und A eine auf J
stetige matrixwertige Funktion, also eine Funktion, die jedem ¢ € J eine Matrix aus M, ,(R)

zuordnet. Dann bezeichnen wir die Menge aller Losungen von
¥ —At)r =0

mit N4 und nennen dies den Nullraum der Differentialgleichung.

8.5 Definition (Fundamentalsystem)

Seien J C R ein Intervall und A eine stetige, matrixwertige Funktion auf J. Eine Basis {z!,... 2"}

von N4 nennt man Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung ' = A(t)z. Meistens

nennt man auch die Matrix

a1 at
d:=1:
xk !

ein Fundamentalsystem.

Bemerkung: Jedes z* ist eine Funktion von J nach R", die wiederum aus n Komponenten

2% ... xF besteht.

8.6 Satz (Satz von Peano)
Es seien (tg,z9) € R x R™, a > 0, b > 0. Setze
D:{(t,x)E]RXIR" |t—t0]§a,||x—xo||§b}
Ist f = f(t,z): D — R" stetig, so hat die Anfangswertaufgabe
¥ = f(tx), z(to) = 2o

eine Losung auf dem Intervall (9 — ¢,tg + ¢), wobei

¢ = min {a,i} mit A = max {Hf(t,:z:)” ’ (t,x) € D}
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8.7 Satz (Satz von Picard-Lindelsf)

Seien (tg,z9) € R x R™, a > 0 und b > 0 und
D:{(t,m)G]RxIR” ‘ |t —to] < a, Ha:—:z:()Hgb}

Ist nun f = f(t,z): D — R™ sogar lipschitz-stetig in = mit Lipschitz-Konstante L > 0, dann
hat die Anangswertaufgabe ©/ = f(t,x), x(tp) = z¢ eine eindeutige Losung auf dem Intervall
to — d,dy + d, wobei d = min {a,%,%}.

8.8 Satz (Menge aller Lésungen ist ein Vektorraum)

Seien J C R ein offenes Intervall und A: J — M, ,(R) stetig. Dann bildet die Menge alles
Losungen von

¥ —At)r =0

einen Vektorraum.

8.9 Satz (Nullraum)

Sei J C R ein offenes Intervall. Sind f € Ny und f(t9) = 0 fiir ein ¢y € J, so ist f(¢) = 0 fir
alle ¢.

8.10 Satz (Vektorraum)

Es gilt
dim(N A)=n

das heift, die Losungen von o’ — A(¢t)X = 0 bilden einen n-dimensionalen Vektorraum.

8.11 Satz (Wronski-Determinante)

Seien J C R ein offenes Intervall und 2’ ...,2" € Ny4. Sei

die Wronski-Determinante.

Dann sind dquivalent:
(i) D(to) =0 fiir ein tg € J
(i) D(t) =0Vt e J
(iii) x'(tp),...,2"(to) sind als Vektoren im R™ linear abhiingig fiir ein ty € J
(iv) z'(t),...,2"(t) sind als Vektoren im R" linear abhingig fiir alle ¢ € J

(v) z!,...,2" sind linear abhingig als Funktionen
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8.12 Satz (Fundamentalsystem)

® Fundamentalsystem <= (CID’ = A® und det ((¢t)) #0 firein t € J)

8.13 Satz (Losung der homogenen Gleichung)

Sei ® ein Fundamentalsystem fiir ' = A(t)z. Dann gilt:
(i) z(t) = @(t) (@(to))_lxo ist die Losung des Anfangswertproblems 2’ = A(t)z, z(ty) = zo
(ii) matrixwertige Funktion ¥ ist weiteres Fundamentalsystem

e 3C € GL(R): U(t) = B(t)C

8.14 Satz (Lésung der inhomogenen Gleichung)

Es sei ® ein Fundamentalsystem fiir 2’ = A(t)x.

Dann hat das Anfangswertproblem 2’ = A(t)x + f, x(tg) = zo die Losung

8.15 Losungsverfahren
8.15.1 Separation der Variablen

Eine Losung der Differentialgleichung

ist gegeben durch

from= [z [

to {L'(to)
8.15.2 Variation der Konstanten
Ist xg # 0, so ist eine Losung von
' +a(t)r =0, z(ty) = xo

gegeben durch

x(t) = zp - exp (—/ta(s) ds)

to
und die von
o' +a(t)r = f(t) , z(to) = 2o

x(t) = !jf(r)-exp (/Ta(s) ds) dr +xg| - exp (—/ta(s) ds)

durch
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Alternative nach [Sacl5]:
Bestimme zunéchst eine Stammfunktion F': I — R von f: I — R (existiert, da f stetig).

Alle Losungen von (Dy): ¢ I — R, po(z) = ce?’®) mit c € R
Eine Losung 1, von (D): Bestimme eine differenzierbare Funktion w: I — R so, dass ¢,: I — R,
V() = u(x)ef @ eine Lésung von (D) ist.

Y, Losung von (D) <=

Fiir jedes = € I ist ¢, () = f(z)p(2) + g(z) <=

Fiir jedes = € I ist o/ (x)ef @) 4 u(2)ef @ f(z) = f(z)u(z)ef® + g(z) =
Fiir jedes = € I ist o/(z) = g(z)e F®)

Ist daher u: I — R eine Stammfunktion
I >R, z— g(z)e '@

so ist
Vp: T = R, Py(x) = u(x)el @

eine Losung von (D) und die Funktionen
VI =R, () = u(@)ef@ 4@ ceR

sind die Losungen von (D).

Man sagt dafiir auch
() = u(x)ef @ 4 @ ceR

ist die allgemeine Losung von (D).

8.16 Definition (Homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung)

Seien I C R ein Intervall und f,g: I — R stetige Funktionen.

Betrachten wir die Differentialgleichung

(D) y' = f(x)y +g(x) , (zy) eI xR
: I — R heift (maximale) Lésung von (D), wenn gilt:
(i) 1 ist differenzierbar
(if) Vo € I ist ¢'(z) = f(z)¥(2) + g(x)
8.17 Satz (Menge aller Lésungen L)

Seien I C R ein Intervall und f,g: I — R stetige Funktionen.

Die Menge L aller Losungen von

(D) y' = f(zx)y+g(z) ,(zy) el xR

ist ein eindimensionaler affiner Unterrum des R-Vektorraums Abb(Z,R).

Sein Richtungsraum ist die Menge Ly, alles Losungen der zu (D) gehorigen homogenen linearen
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Differentialgleichung
(Dn) Y = f(x)y . (zy) €I xR

L erhilt man also, indem man alle Losungen von (Dj,) und eine Losung v, von (D) bestimmt.

Die Funktion 1, + ¢ sind dann die Lésungen von (D), wobei ¢ die Losungen von Dj, darstellen.

8.18 Satz (Nullfunktion als Lésung)

Die einzige Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung, die eine Null-
stelle besitzt, ist die Nullfunktion.

8.19 Definition (Homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung)

Seien ag,a1,...,a,—1 € R.

Betrachten wir die Differentialgleichung
(Dp) ™ a1y Y+ tay +ay=0

¢: R — R heift (maximale) Losung von (Dp,), wenn gilt:

(i) ¢ ist n-mal differenzierbar

(i) Vo € Rist o™ (2) 4+ an_10™ D (z) + ... + a1¢'(x) + app(x) = 0
8.20 Satz (Menge aller Lésungen Ly,)

Die Menge aller Losungen Ly, von (Dy,) ist ein n-dimensionaler Untervektorraum des R-Vektorraums
aller Abb(R,R).

Eine Basis von Lj, nennt man auch ein Losungsfundamentalsystem fir (Dy,).

Die zentrale Rolle bei der Bestimmung von Ly bzw. so einer Basis spielt das Polynom
p(T)=T"+apn 1 T" '+ .. 4+ a1 T+ ag

Man nennt es das charakteristische Polynom fiir (D).

8.21 Ubersicht iiber homogene lineare Differentialgleichungen
8.21.1 Homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Seien f,g: I — R stetig, wobei I C R ein Intervall sei.

Bestimme

F:1—Rmit F' = f
w: T — R mit o/ (z) = g(x)e @ veer

Die th.: I — R, ¥e(z) = u(z)e® + ce¥@ mit ¢ € R sind die Losungen von (D).
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8.21.2 Homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

Seien ag,a1,...,ap—1 € R.

(Dp) y(") + an,ly(”_l) +...4+ay +ay=0
p(T)=T" +an 1T"  + ...+ a1 T + ag

Es gilt: Ist A € R [-fache Nullstelle von p, so sind die Funktionen

R—R,z— e

R—R,z+— ze

R—R,z— 2t

Lésungen von (Dp,).
Ist « +i8 € C\ R Nullstelle von p, so sind die Funktionen

R— R,z e cos(fz)

R—R,zr— e*sin(fz)

Loésungen von (Dp,).

8.22 Definition (Inhomogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten)

Seien ag,a1, - - .,an—1 € R, I C R ein Intervall und f: I — R eine stetige Funktion # 0.
Betrachtet wird die Differentialgleichung

(D) y™ +an_1y™V + ay +ay = fz) ,xel
¢: I — R heifit (maximale) Losung von (D), wenn gilt:
(i) ¢ ist n-mal differenzierbar
(i) Vz € I ist o (2) 4+ ap_10" D(x) + ... + a1/ (x) + agp(z) = f(z)

8.23 Satz (Eindeutigkeitssatz)

Sei I C R ein Intervall und seien fo,f1,...,fn—1,9: I — R stetige Funktionen. Betrachtet wird
die Differentialgleichung

(D) y™ + focr(@)y™ Y+ .+ fi(@)y + fole)y =g(z) ,xel

Es gilt: Die Menge L aller Losungen von (D) ist ein n-dimensionaler Unterraum aller Abb(I,RR).
Die Menge der Losungen der zugehoérigen homogenen Differentialgleichung ist sein Richtungs-

raum.

HIER GIBT ES KEINE UNIVERSELLE LOSUNGSSTRATEGIE!!
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Es gilt aber der Eindeutigkeitssatz:

Sind ¢,¥: J — R Loésungen von (D) iiber einem Intervall J, so gilt:
Ist

¢(wo) = Y(z0)

"D (2g) = ™) ()

fiir ein ¢ € J, so ist

p(x) = ¢(x) Ve e J

8.24 Satz (Menge aller Lésungen L)

Die Menge aller Losungen von (D) ist ein n-dimensionaler Unterraum von Abb(I,R).

Ly = {(p

ist sein Richtungsraum.

¢ Losung von y(") + an,ly(”_l) +...4+ay +agy=0

I

Ly, bestimmt man wie in 8.21.2. Noch zu bestimmen ist irgendeine Lésung 1, von (D).
Wenn f(z) (aus 8.22) die Form

cos(B2)
flx)=(co+carx+...+cpz™) e -
sin(f)
mit m € Z, m > 0, co,c1, - - . ,¢m,,3 € R hat, so erhédlt man ein ¢, in folgender Form:

ool (Ao + A1z + ...+ Apz™)e® cos(Bx) + (Bo + Bix + ... + Bpa™)e sin(fx)
SR Po [(Ao + A1z + ...+ Apaz™)e cos(Bx) + (Bo + Biz + ... + Bpa™)e™ sin(Sz)]
{ (alles reell), wenn « + i KEINE Nullstelle von p ist.

, wenn « + i [-fache Nullstelle von p ist.

wobei Ag,...,An,Bo,...Bn € R.

8.25 Definition (Differentialgleichungen mit getrennten Variablen)

Seien U,V C R offene Intervalle, f: U — R und ¢g: V — R stetige Funktionen und
($07y0) € UxV

Betrachtet wird das Anfangswertproblem
(4) y =fl2)gly) ,(zy) €eUxV
y(@o) = Yo
¢: I — R heifit Losung von (A) iiber einem Intervall I mit z¢ € I, wenn gilt:

(i) ¢ differenzierbar
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(ii) Vo € Iist o(z) € V und ¢'(z) = f(z)g(p(x))
(ili) ¢(z0) = yo

Losung, wenn ¢ KEINE Nullstelle hat:
T Yy
Berechne fir z € U: F(z) = [ f(t)dt und fir y € V: G(y) = [ -5 ds.
o

Ist ¢: I — R eine Losung von (A), so ist
G(p(z)) =F(z) Ve el

Das geht natiirlich nur dann, wenn F'(z) € G(V) Vz € I gilt. Das maximale Definitionsintervall
I mit o€ I CU und F(z) €e G(V) Vz € I.

_ 0[eB o [ s = Glo(z
ﬂ@_lﬂw&_z?@@ﬁb}mhwﬂﬂd_G@(D

8.26 Losungsskizze zu Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Sei U,V C R offene Intervalle, f: U — Rund g: V' — R stetige Funktionen und (zg,y9) € U x V.

(m{yzﬂ@mm ,(zy) €U XV
y(zo) = o

Sei g(y) #0Vy € V.

Berechne

T

(1) F: U =R, F(z)= [ f(t)dt

(4) groBtes Intervall I mit xg € I CU und F(x) € G(V) Vx € 1.
Dann ist die Funktion ¢: I — R mit

F(z) =G(p(x)) Ve eI

die Losung von (A) mit maximalem Definitionsintervall.
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8.27 Satz (Eindeutigkeitssatz)

Seien U,V C R offene Intervalle und (zg,y0) € U x V und ¢ und v Lésungen der Differential-
gleichung

y' = f(x)g(y) , (zy) €U xV

iiber einem Intervall I, so gilt:
Ist p(zg) = ¥ (xg) fiir ein zp € I, so ist p(z) = P(z) Vx € 1.

Bemerkung: Der Eindeutigkeitssatz gilt insbesondere, wenn g stetig differenzierbar ist.

8.28 Differentialgleichungssystem

Seien aq,a2,b1,b2 € R. Betrachtet wird das Differentialgleichungssystem (DGS)

/
Y1 = a1y1 + a2y2
(D)
Yo = b1yr + bayo

© = (901) : R — R? heifit maximale Losung von (D), wenn gilt:
Y2

(i) ¢ differenzierbar

(ii) Yz € R:

1(x) = a1p1(x) + azpa(x)
@y () = brpr(x) 4 baga ()

Es gilt: Die Menga L aller Losungen von (D) ist ein zweidimensionaler Untervektorraum von

Abb(R,RR?).
A= al ag
b1 bo

Wenn die Matrix
zwei verschiedene Eigenwerte A, € R besitzt, erhédlt man wie folgt eine Basis von L:

Bestimme einen Eigenvektor vy bzw. v, von A zum Eigenwert A bzw. p. Dann bilden

A

R — R?, 2 — Moy,

]R—>IR2,$r—>e’““vu

eine Basis von L.
Die Gesamtheit der Losungen

() = cre™oy + coeTu,

mit ¢1,c2 € R stellt die allgemeine Losung von (D) dar.
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8.29 Losung einer Differentialgleichung mit einer Hilfsgleichung

Sei I C R* ein Intervall. Dann gelten:

(1) Ist y: I — R eine Losung von

y =y° g,x>0
x
mit y(z) > 0 Vo € I, so ist
1
z: I =R, z(x) =
) y*(x)
eine Losung von )
2= r=2
x
mit z(z) >0 Vz € I.
(2) Ist z: I — R eine Losung von
;2
2 =—-z—2
x
mit z(z) > 0 Vz € I, so ist
1

eine Losung von

mit y(z) > 0V € I.

Seien f,g: R™ — R stetige Funktionen. ¢: R™ — R sei Losung von
(D) y"+ f(x) -y +g(z) - y=0
Dann gilt fiir eine differenzierbare Funktion h: RT — R:

h - Lésung von (D) <= h"- o+ h (20 + fo) =0
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